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Abstract 

Nous démontrons que la théorie de Kondratev (1967) pour les domaines à coins 
s'étend au cas d'un problme de transmission scalaire entre deux matériaux de foiTne 
polygonale si le contraste entre ces deux matériaux est négatif et différent de — 1 . 

Note. Ce texte a été rédigé à l'issue du stage de Benjamin Textier pour sa 
première année à l'ENS Lyon. Il est paru comme prépublication de l'IRMAR (Uni- 
versité de Rennes 1) en décembre 1997 avec le numéro 97-27. Ce travail ayant 
maintenant des applications en relation avec les méta-matériaux, les deux auteurs 
ont décidé de le déposer sur des serveurs d'archives ouvertes (HAL et arXiv) en 
février 2011. 



1 Présentation du problème 

Un problème de transmission scalaire d'ordre 2 posé sur un domaine plan borné peut 
s'exprimer comme problème variationnel associé à une forme bilinéaire b de la forme 



Jn 



où a est une fonction à valeurs matrices 2x2 définie sur f2 et régulière par morceaux sur 
une partition finie de fi . Les solutions de tels problèmes satisfont des conditions 
de saut sur leurs dérivées normales aux interfaces entre les sous-domaines fij oià a est 
discontinue. De tels problèmes sont liés aux équations de Maxwell dans des matériaux 
hétérogènes. 

Si la fonction a satisfait une condition de positivité uniforme du type 

3po,Pi > 0, Vx e n, poier < (a(x)e ■ Ô < Piiel' 

la forme b est coercive sur H^(n) , et le problème de transmission peut être qualifié 
d'elliptique. 
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Par contre se présente aussi la situation, en liaison avec l'application aux équations de 
Maxwell pré-citée (intervention de matériau supra-conducteur), où a est positif dans cer- 
tains sous-domaines et négatif dans les autres. Ici se pose alors la question de l'ellipticité 
du problème de transmission, en plus du comportement de la solution au voisinage des 
éventuelles irrégularités de la frontière des ^Ij . 

Ici, nous allons, dans un cadre très simple, étudier ces questions, à savoir l'ellipticité 
la long d'une interface régulière ainsi que le comportement au voisinage d'un coin entre 
deux sous-domaines. Ainsi, nous considérons comme domaine un rectangle fi qui se 
décompose en 2 sous-domaines et fi+ , où est un rectangle contenu dans fi , et 
fi+ son complémentaire. 

On s'intéresse à la résolution du problème de transmission avec condition de Dirichlet 
extérieure : 

\fveH^in), [ aVuVv - fv = 0, (1.1) 
Jn 

où a est une fonction constante par morceaux: 

a+ Id dans fi+ 
a_ Id dans fi_, 

et où le second membre / est supposé appartenir à L^(fi) . 

L'étude qui suit traite le cas a_ a_|_ < , le cas a_ a_|_ > étant bien connu, voir 
NiCAlSE [3J. Etant donnée u E -f^o (fi) solution de (11.11) . on se propose d'en étudier la 
structure, la difficulté venant de a_ a+ < et de la présence des coins. 

On notera u+ pour u\fi. et n_ pour u\q_ . D'après (11.11) : 



Vî; G ^(fi+), - / a+Au+v= / f+v. 

Jn+ Jn+ 

Donc: 

-a+An+ = /+, 

et, de même: — a_ An_ = Alors, si on intègre (11.11 ) par parties, on obtient, pour tout 
V e ^(fi) la condition suivante sur l'interface c?fi+ fl 9fi_ (qui est égale à 9fi_ ) entre 
fi+ et fi_ : 



{a+dn+u+ + a-dn_u^)v = 0. (1.2) 

'an- 
La solution u n'étant a priori que dans if^(fi) , (11.21) a seulement un sens comme dualité 
entre iJ^^/^((9fi_) et i/^/^((9fi_) . L'étude qui suit montre qu'en réalité, u est , 
sauf peut-être au voisinage des coins, ce qui donne un sens usuel de trace aux dérivées 
normales. 

Après le choix d'une normale (dn = dn+ , par exemple), on obtient la condition dite 
de transmission: 

a_|_ dnU^ — a_ dnU^ = 0, sur dfl_ . 
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Il résulte de l'ellipticité du Laplacien que m+ est dans et m_ dans 

La condition de Dirichlet étant elliptique, on a aussila régularité H"^ pour m au voisinage 
de tout point du bord externe dil qui ne rencontre pas l'un des sommet de i7 . De plus, 
comme les angles de f2 sont 7r/2 , le principe de réflexion (et aussi la théorie générale du 
Laplacien dans un polygone, voir Grisvard [TJ) montre que u est aussi au voisi- 
nage des coins de ^2 . Il reste donc à étudier u au voisinage des points de l'interface 

Dans la section 2, on va montrer que si a+a_ 7^ — 1 , n+ et ont la régularité 
au voisinage de tout point régulier de l'interface. Dans la section 3, on va montrer 
que, sous la même condition a+a_ 7^ — 1 , le comportement de u au voisinage des 
coins de (interface à coin) relève de la théorie générale des problèmes elliptiques 
dans les ouverts à coins: selon la valeur du rapport fi := a+/a^ , on obtiendra, soit la 
régularité de m+ et m_ , soit une décomposition en parties régulière et singulière. 
Nous concluons en section 4 par quelques persepectives. 



2 Etude au voisinage d'une interface 

On se place maintenant au voisinage d'un point de qui ne rencontre aucun coin. 

Dans une première partie, on tronque u pour pouvoir se placer dans M? tout entier. Puis, 
par transformation de Fourier partielle et un changement de variable, on aboutit à l'étude 
d'un problème à une dimension. On déduit de son étude une propriété de régularité locale 
pour u . 



2.1 Localisation 

Soit (xo, yo) un point de l'interface: on suppose que l'interface est localement contenue 
dans la droite d'équation y = yo . Soit xo £ ^(M) , valant 1 au voisinage de et à 
support suffisamment petit et soit x £ ^(M^) défini par xi^iV) = Xoi^~^o) Xoiy—yo) ■ 
Alors, pour v G H^{Vl) : 

/ aV(xM)Vf = / a(VnV(x'y) + wVxVf — f VmVx) • 
Jn Jq 

En intégrant par parties: 

/ a+wVxVf = — / div{a+u\/x)v+ / a+uvdnXi 
Jn+ Jq+ JdQ+ 

et de même sur f2_ . Par choix de x ^ dnX = . On a donc: 

/ a'V{xu)'Vv = / (x/ + aVuVx + div(auVx)) î^- 
Jn Jn 
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Or, dw{auVx) = dr,{audj:x) + dy{audyx) = a[dx{udxx) + dy{udyx)) , car dyX = 
à l'interface. Par suite, comme u G H^{ri) , la fonction g définie par g = xf + 
aVuVx + div(aMVx) est dans . Ainsi: 

"iv^HliSÏ), [ aV{xu)Vv= [ gv. 

Jn Jn 

Donc, si on note û le prolongement de par à tout et de même g le prolonge- 

1 r^ / \ /r^ r^\ ~ f a+ POUr M > 

ment de g par , et en posant (xq, yo) = (0, 0) , et a = < ^ j^^^^ y < ' 

yvEH^R^), [ àWùWv= [ gv. (2.1) 

2.2 Régularité 

On part maintenant de l'équation (12. Il) , et on renote ù par u et g par g dans cette sous- 
section [2]2l En procédant comme dans la section 1, on voit que u vérifie les équations: 

r -a+ An+ = g+ pour y > 0, 
\ — a_ An_ = g^ pour y < 0. 

Appliquons la transformation de Fourier partielle par rapport à x : 

a+ ie - d^) y) = hi^, y), Ve G M, y G M+, 

de même pour y < . En effectuant le changement de variable y = \^\y (et où y est 
immédiatement renoté y ), on a : 



^î)û±(e,|ï) = ^^±(e,|î; 



Le changement de variable précédent permet ainsi de fixer ^ = 1 . On considère main- 
tenant un problème à une dimension, la variable étant y . 

Notons h{y) = ^g{^, f^),etE = H\R) n {H\R_) x H\R+)) i.e. 

E={weH\R)\ W-EH\R^) et w+eH\R+)}. 
On s'intéresse au problème : 

Trouver w G ^ telque Vt; G iï'^(M), / à {wv + \/wVv) - hv = 0. (2.2) 

Jr 

Supposons connaître w E E vérifiant (12.21) . Alors, en choisissant v dans i^(]R+) et 
en intégrant par parties, on obtient comme dans la section 1 : 

a+ {w+ — w'_l) = et a_ — w"_) = h_. 



4 



En reprenant (12.21 ). on obtient la condition de transmission: 

a+w'_^{0) - a^w'_{0) = 0. 

Considérons alors la solution wç, = (wo,~, wo,+) G -f^o(Il^-) ^ -^o(ïl^+) du problème de 
Dirichlet: 

a_(w;o - - Wq _) = /i_ , a+(wo,+ - Wq^^) = h+. 

On sait que lUo- G if^(M_) et ti;o,+ G if^(]R+) . Si on pose Wi = w — Wq , alors 
nécessairement: 

wi _ - w'/ _ = 0, - w'I^ = 0, 

u;i,_(0) = t/7i,+ (0), 

a+ ^(0) — a_ w']^ _(0) = a_. _(0) — a+ +(0)- 
En posant a = a„ Wq _(0) — a+ ^(0) , on a nécessairement, si a+ + a_ 7^ : 

w;i± = e+y. (2.3) 

a+ + a_ 

D'où l'unicité de la solution de (|2.2I) . Réciproquement, en posant (|2.3|) et w = + , 
w est solution de (12.21) . d'où l'existence. 

Alors, notant È = H\R) n {v e H\R^) x H^{R+) , a+v'^{0) - a_ v'_{0) = O} , 
si a+ + a_ 7^ : 

È — > L2(M_) X L2(M+) 

f 7- (f _ — f " , f + — f ^[_) 

est linéaire, continue, bijective d'après ce qui précède, donc ouverte. D'après le théorème 
de Banach: 

^c>o, ik±||^,(^^) ^ ^(II^-IL^(m_) + II^+IL^(mJ- (2.4) 

Avec (12.41) . il suffit maintenant de remonter les calculs précédents pour obtenir le 
résultat de régularité annoncé. En se plaçant par exemple au-dessus de l'interface: 

On applique ceci pour w{y) = û{^, ^j) et h{y) = j^Ùi^, f\) ■ Or, 

Il^>+llr2m^^ = l-^r'^W Id^ûl'^dy pour j = 0,1,2. 

Donc 
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Or la caractérisation de iJ^(]R^) par transformation de Fourier partielle est 

ll^llWi)^/jl^(^'-)llH^(K,,|ç|)de (2.6) 
où la norme à paramètre || ■ ||^2(k p) est définie pour p ^ et z e if^(]R+) : 

ll^lli^CR+.p) = 11(1 + /')'^IIl2(m+) + 11(1 + Z') ^^IIl2(r+) + ll^'^lll2(R+) • (2.7) 
L'espace ^/'^(M^) a bien sûr une caractérisation analogue. Pour p grand: 

lll|2 ||2||-^ ill^ll^ ill 1 1 ^ 

Pour les p petits, il reste un terme à droite. Donc (12.51) donne: 
Ainsi, déduit-on de (12.61) que: 

|2 ^ ^ /Il ||2 



iî2(R2) ^ ^ (II^IIl2(k2) + ll^ll//l(R2))- (2.8) 



Revenant à la situation antérieure de u solution du problème (|l.ll) . et combinant 



(|2.8I) . valable pour xn , avec les estimations elliptiques classiques au voisinage des points 
intérieurs de ^2+ et des points réguliers de dVl , et les estimations de régularité au voisi- 
nage des coins externes de d^l , nous obtenons: 

Théorème 2.1 On suppose que a^a_ 7^ —1. Soit u G HliVL) , solution du problème 
(|l.ll) . Soit Vil un ouvert de tel que Vti ne rencontre pas les coins de transmission 
(les coins de Vt^ ), et soit VL2 tel que Vti C ^2 • On note ^i^± = Q±r\Qi. Alors 
u = («_,«+) G H'^{Qi^^) X H^(Qi^^) , avec les estimations: 



\u+ 



3 Etude au voisinage d'un coin intérieur 



Dans une première partie, on tronque u à nouveau, afin de se placer au voisinage d'un 
coin de transmission, où 0_ et ^7+ coïncident respectivement avec un voisinage de 
des secteurs r_ et r+ qui forment une décomposition de F = : en coordonnées 
polaires {r,9) , 

F_ = {(x,y), reR+,9e (0,7r/2)}, F+ = {{x,y), reR+,9e in/2,2n)}. 
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Puis, avec h = r'^g où g G L'^iT) est un nouveau second membre après localisation, 
l'étude du symbole Mellin =5f (A) de notre problème de transmission au voisinage de 
va foumir un uq de régularité dans un voisinage de , tel que: 



^(A)mo(A) = h{\) 

pour tout A sur une certaine droite Re A = constante. Une extension de la formule des 
résidus permet alors comparer uq et u . 

Dans toute la section 3, on note Z- = z\r_ et z+ = z\r^ , pour toute fonction z 
définie sur , et aussi G_ = (0, 7r/2) , G+ = {n/2, 2tt) et G le cercle unité R/2ttZ . 



3.1 Localisation 

Soit r x(^); X ^ !^iR+) , à support compact, et qui vaut 1 au voisinage de . Alors, 
dex = . Avec un tel x > on peut reprendre les calculs de la sous-section 12.11 pour 
obtenir: 

/ aV(xn)Vf = / (x/ + aVnVx + div(aMVx)) ^• 
JQ. Jn 

Or, div(a mVx) = dr{au drx) par choix de x ^ donc g = xf + clVuVx + div(a uVx) 
est dans L^(f2) . Après prolongement par zéro : 

Vt;Gif^(M^), / àVùVv= I gv, (3.1) 

OÙ à est égal à a+ sur r+ et à a_ sur r_ . 



3.2 Transformation de Mellin et espaces à poids 

La transformation de Mellin est une transformation de Fourier-Laplace (i.e. à argument 
complexe) radiale. Elle caractérise particulièrement bien les espaces à poids suivants dont 
l'introduction est classique dans la théorie des problèmes à coins, voir Kondrat'EV 
Dans cette sous-section, F désigne un secteur plan: 

T={{x,y),reR+,9eG}. 

Définition 3.1 Soit s eN et 'j eR, 

K^^iT) = {ve LL(r), rl"l-+^9> G L^T), Va G N^ |a| ^ s] 

avec la norme \\v\\]^^^^^ = E|a|<s Ik'"'"'^^^"^lll2(r) • 
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Pour V e ^(M+) , la transfomiation de Mellin de v est notée v et est définie pour 
tout A e C par la formule 



f -A / ^ dr 

Jo f 



Si on pose t — logr , v{t) = v{r) , Qi X — ^ + ir] , alors 'û(A) est la transformée de 
Fourier de i i-> e~^* v{t) calculée en rj . 

Si e ^(r \ {0}) , V s'écrit en coordonnées polaires v{x) — v{r, 9) , et on définit 
alors la transformée de Mellin de v par la formule: 



Jo I 
L'égalité de Parseval permet de démontrer: 

Lemme 3.2 Soit 7 e M ^ = —7 — 1. Si v E K^{T) , alors la transformation de 
Mellin de v est bien définie pour tout \ — ^-\-ir], (7^ G M) , 

(77, e) ^ v{i + ir], e) e L2(R X G). 

La réciproque est vraie et on a l'équivalence: 



\v\ 



En étudiant l'effet du changement de variables x (r, 6') h-)- {t,9) sur les opérateurs 
de dérivation, on peut étendre le lemme précédent aux espaces K^{T) pour s e N : 

Lemme 3.3 Soit 7 G M s e N , on pose ^ = s — 7 — 1 . 

• Si V e K^{T) , alors r] ^ v{(, + ir], ■) e L2(M, H'{G)) . 
Plus précisément, on a l'équivalence: 



où pour p > , 



\v\\ 



1/2 



/3i+/92=s 



Réciproquement, si V{X) est définie pour Re A = ^ de sorte que rj ^ V{^ + ir], ■) 
soit dans L^(R, avec la condition 

alors, pour tout A de partie réelle égale à ^, V{X) est la transformée de Mellin 
d'une fonction v e K^{r) , et on a: 

Hr,0)^^ [ r^V{X,e)dr). (3.2) 
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3.3 Inversibilité du symbole Mellin 



On repart maintenant du problème (13.11 ) où on renote u par u et —g par g . Intégrant 
par parties, on obtient que: 



a+Au+ = g+ 



dans r+, 
sur dV+ n ôr_ 



(3.3) 



avec u e H\T) n (i/iL(r_ \ {0}) X Hl^{T+ \ {0})) , c/ Théorème HB ci g e L\T) , 
tous deux à support compact. 

En appliquant la transformation de Mellin au problème (13.31) . on obtient l'expression 
de if (A) : 

^(A) : Ê L\G-) X 

W {a4\^ + dl)W. , a+i\^ + dj)W+) 

où È = H\G) n {W e H\G_) X H\G+) , a+W!^ - a_WL = sur dG_ n dG+} . 

On se fixe A G C. On étudie l' inversibilité de =Sf (A) . 
Injectivité: Soit W E È tel que ^{X)W = . On a donc les conditions de transmis- 



sion: 

W+{2n)-W^{0) = 0, 

a+W[{2TT) - a^WL{0) = 0, 

W+{uj)-W4uj) = 0, 

a+W[{io) - a^WL{uj) = 0, 

où w = I , la première et la troisième provenant du fait que W G H^{G) . Par ailleurs, 
^{\)W = donne aussi : 

V^^^{0,^,27r}, {X' + d'g)W = 0, 

donc il existe a_, a+, /3+ tels que W^{\) = a_ cos(A 9) + /3_ sin(A 9) et de même 
VF+(A) = a+ cos(A 6')+/3+ sin(A é^) . En injectant ces solutions dans le système précédent, 
on obtient: =5f (A) est injectif <^=^ £/{\) ^ , où, en posant /i = a+/a_ : 



— 1 cos27rA sin27rA 

—1 — sin27rA fi cos27rA 

— ces Aa; — sin Xu ces Ao; sin Ao; 

sin Ao; — ces \u —fi sin Ao; fi ces Acu 



On obtient immédiatement que 

£/ (A) = (/x^ + 1) sin Ao; sin A(27r — a;) + 2/x (l — ces Ao; ces A(27r — tu)) , 
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dont on peut montrer qu'il est égal à 

£^{X) = {b + c){b — c), où 6 = (yu + 1) sin Avr et c = (;U — 1) sin A(7r — w). 

Surjectivité: On aboutit au même déterminant d'ordre deux. Donc =âf (A) est injectif si 
et seulement si =èf (A) est surjectif. On a ainsi obtenu 

Lemme 3.4 Si A 7^ , =^(A) est bijectifsi et seulement si 

(/i + l)sinA7r 7^ + (/i — 1) sin A(7r — ttj), avec ^ = a+/a_. (3.4) 

Ici oj = -n /2 et cette valeur particulière permet de montrer la propriété suivante, qui 
sera utile pour la décomposition de u : 

Lemme 3.5 Si fi est réel et 7^ 1 , pour tout A, Re A = 1, =2'(A) est inversible. 
DÉMONSTRATION. En effet pour A = 1 + i?7 , la condition (IÏ4|) s'écrit 

dont la seule racine est /i = 1 , = (problème de transmission trivial). ■ 

3.4 Calcul des résidus 

Pour analyser une solution u du problème (|l.ll ) au voisinage d'un coin de transmission, 
on se place dans le cadre du problème (13. 3I ). auquel on applique la transformation de 
Mellin. Pour cela, on se ramène à des espaces à poids [F) , voir Définition 13.11 On 
remarque d'abord que, comme conséquence de l'inégalité de Hardy, les fonctions dans 
if^(r) à support compact appartiennent à -^'^(r) pour tout e > . 

On se fixe donc e > , que l'on pourra choisir aussi petit que l'on veut et donc, 
u G -^'^(r) . Alors, par le Lemme U3l appliqué à r_ et r+ on obtient que pour tout 
A, Re A = — e , û(A) est bien définie et on a, en posant h = r'^g : 

VA, ReA = -£, ^{X)Û{X) = h{X). 

On rappelle que 

È = H\G) n [W e H\G-) X H\G+) , a+ W'^{27i) - a_ WL{0) = 0, 

a+iy;(f) -a_i^:(f) = } 

et que =5f (A) est inversible de È dans L'^{G) si et seulement si la condition (13.41) est 
vérifiée. On voit ainsi que l'on peut choisir £ > assez petit pour que (A) soit 
inversible pour tout A , Re A G [s, 0) . 

Grâce au Théorème 12.11 on va démontrer une estimation sur l'inverse de ^(A) : 
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Lemme 3.6 On suppose que a+a_ 7^—1- Soit ^ G M. Alors il existe rjo et C dans 
M_)_ telles que 

\/VeÊ,\/\ = ^ + tV avec \v\ > Vo, \\V\\ h^^g^m) ^ ^ ^^-^^^^^^Hg) ' 

DÉMONSTRATION. On va l'obtenir par la méthode d'addition d'une variable en partant 
de l'estimation a priori obtenue dans le Théorème 12.11 pour tout v E Hq^VI) , solution du 
problème (11.11 ) avec second membre dans L^(fi) : 

ll^±llH2(r,±) ^ ^ (ll«+^^+llL2(r,,+) + ll«-^^-llL2(r.,_) + W^^h^r,)) ^^.S) 

avec Fi et r2 deux couronnes emboîtées (par exemple Tj est l'ensemble des points tels 
que r G (2^-', 2^) ). On prend v = xr'^V , avec x à support dans r2 et valant 1 sur Fi 
et par un calcul en coordonnées polaires on obtient: 

et 



les intégrales en r disparaissant par choix du support de x et le terme II^II^i^i^q i^j-, 
provenant des dérivées de x . En utilisant (|3.5I) et les deux inégalités précédentes, on 
obtient: 

Or ^ 

Ainsi pour |?7| assez grand, c?2||^|| |^|-) se majore par la moitié du membre de gauche 
de r avant-dernière estimation, ce qui permet de prouver le lemme. H 

Nous pouvons en déduire le 

Théorème 3.7 On suppose que a+a_ 7^ ~1 • Soit ■y E M. tel que la condition (13.41) soit 
satisfaite sur la droite Re A = 1 — 7 . Alors le problème de transmission w v-^ p 

a+Aw+ = p+ dans r+, 

w+-u;_ = sur dT+r\dT., (3.6) 

a+(9„w+ — a^dnW- = sur dT^ fl dT^, 

induit un isomorphisme de 
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Son inverse p v-^ w est donné par la formule, c/ (l3.2l) 

w{r, 9) = — I r^+*''^(^ + ir])~^q{^ + iT])dr], où^ = l-jetq = r^p . (3.7) 

271" Jr 

DÉMONSTRATION. Si w G Ej satisfait le problème de transmission (|3.6I ) avec p = , 
alors 

VA G C, ReA = 1 -7, ^(A)w(A) = 0. 
L'unicité provient alors de l'injectivité de =5f (A) sur la droite Re A = 1 — 7 . 
Appliquons le lemme lXôl à la fonction V{X) := ^(A)"^ç(A) avec ReA = ^ = l — 7: 

pour I Im A| > r^o • Mais pour | Im A| ^ r/o ^ l'inversibilité de =if (A) et la continuité de 
l'inverse par rapport à A permet aussi d'avoir l'estimation ci-dessus. D'où: 

Le majorant est fini, car (r^, 6) h-> + iï]) G -L^(]R x G) par le lemme l33l Donc 

{r,,e)y^V{i + ir^,e)eL'{R,H\G+)), 
et on conclut alors, toujours par le lemme 13.31 ■ 

Nous avons immédiatement les deux conséquences suivantes pour notre problème de 
transmission initial (13.31) : 

Corollaire 3.8 Pour e > tel que la condition (13.41) soit satisfaite sur la droite Re A = 
—£ , la solution u du problème (13.31) est telle que u appartient à KIj^^{V+). 



DÉMONSTRATION. Il Suffit d'appliquer le Théorème 13 . 7 1 pour 7 = 1 + e , car comme 
le second membre g est LF'iV) à support compact, il appartient à K^j^^ . Comme u 
est déjà dans KliV) , elle coïncide avec la solution w G -Ei+e du problème (13.61) avec 
second membre p = g ■ H 



Et grâce au Lemme 133] 
Corollaire 3.9 // existe une unique solution Uq G Eq au problème de transmission (13.31) . 

DÉMONSTRATION. Vu que la condition (13.41) est satisfaite sur la droite Re A = 1 , il 
suffit cette fois-ci d'appliquer le Théorème 13 . 7 1 pour 7 = 0. ■ 
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Il reste à comparer u et uq . Avec h = r'^g , en prenant \ = —e — iï] comme 
paramétrisation de la droite Re A = — £ et A = 1 + ir] comme paramétrisation de la 
droite Re A = 1 , (13.71) donne: 

r^^{X)-^h{X)àX, 

1 r ^ ^^-^^ 

et ùo{r, e) = — t r^^{X)-'h{X) dA, 

avec h = r'^g . On va maintenant expliquer pourquoi, comme il est classique en théorie 
des problèmes à coins, voir [2J, la différence u — uç, s'exprime comme une somme finie 
de résidus d'une fonction méromorphe. 

1. Le symbole =5f est polynomial en A à valeurs dans l'espace des opérateurs bornés 
de E dans L'^{G) (voir début de la section 13 .3 1 . donc analytique. Son inverse existe sauf 
en un ensemble dénombrable de points en vertu du Lemme 13.41 On déduit du théorème 
analytique de Fredholm (et en remarquant que l'injection E )■ L'^{G) est compacte) le 
résultat suivant: 

Théorème 3.10 L'inverse du symbole Mellin A t— )■ =âf (A)^^ est une fonction méromorphe 
sur C à valeurs dans l'espace h{L'^{G),E) des applications continues de L'^iG) dans 
E . De plus ses parties polaires sont de rang fini. L'ensemble de ses pôles est noté G (=âf ) , 
qui est le spectre de =âf . 




2. La transformée de Mellin du second membre est analytique: 

Lemme 3.11 Avec h = r'^g, où g est définie au début de la section [33] la fonction h 
est holomorphe à valeurs dans L'^{G) à l'intérieur de la bande —e < Re A < 1 pour 
tout e > 0. 



DÉMONSTRATION. Il Suffit de montrer que 

r „ -AT, M, dr 
I 11^ Mr)IL.(c)y<oo. 

En coupant l'intégrale en deux intégrales, de bornes et 1 , resp. 1 et +oo , on majore 
l'intégrale par c(||5f|| q. + \\g\\ q J , où les deux normes sont bornées du fait que g 

est dans L'^iV) à support compact. ■ 

On choisit e telque 6(=if) fl {-s < ReA < 0} soit vide. Comme =if(A)"^ est 
méromorphe et h{X) holomorphe, pour tout r > fixé, la fonction r^^{X)^^ h{X) 
est méromorphe à valeurs dans E sur la bande — £ < ReA < 1. L'ensemble ©0,1 (=âf) 
défini par (3(=âf)n{— e < ReA < 1} est fini d'après le Lemme l3^ et le Théorèmes 13.101 
De plus par choix de e 

©o,i(=^) = ©(^) n {0 ^ ReA < 1}. 
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Soit ^ un contour simple entourant (3o,i(=5?) et contenu dans — £ < ReA < 1. Parle 
théorème de Cauchy: 



^ [ r^^{\)-^h{\)d\= y Rés r^^{\)-^h{\). (3.9) 

ZITT Jcg ^ — ^ A = Ao 



Ao 6 60,1 m 



Le Lemme [X6] et des estimations sur les transformées de Mellin permettant de montrer 

• qu'on peut pousser le contour jusqu'au bord de la bande — £ < Re A < 1 , 

• que les côtés horizontaux du rectangle infini ne contribuent pas à l'intégrale, 
on déduit de (13.81) la formule: 



uq-u= V Rés r^^{X)-^h{X). (3.10) 

A = Ao 

Aoe6o,i(i?) 



3.5 Décomposition de la solution 

Il reste à exploiter la formule ci-dessus: expliciter les résidus autant que faire ce peut et 
retourner au problème initial sur . 

On étudie d'abord un peu plus en détail l'ensemble (3o,i(=5f ) . Il s'agit de trouver les 
racines A de l'équation 

(/i+l)sinA7r = + (/i — 1) sin A(7r — w), (3.11) 

contenues dans la bande ReA G [0, 1] . La valeur particulière de l'angle u = tx/2 permet 
des calculs explicites aisés. Posons t = X-k /2 . Alors l'équation (13.1 11 ) devient 

2(/i + 1) sint cost = l)sint. 

D'où les racines t = kjr , correspondant à X = 2k , k E Z ,et l'équation résiduelle 

cost = ±p, avec p = — : . 

2|/i+l| 

Cette équation a les racines t = arccos p + 2kn et t = — arccos p + {2k — l)n lorsque 
p ^ 1, et les racines t = 2A;7r + i argch p lorsque p > 1. D'autre part p > 1 si et 
seulement si —3<p<—l/3. Ceci permet immédiatement d'établir 



Lemme 3.12 On suppose < et p —1 . 



Si p ^ — I ou p ^ — 3, 

60,1m = {0,Ai(p)} (3.12) 



où la fonction Ai est croissante sur [— 1,0], avec Ai(— |) = et Ai(0) = |; 
enfin Ai(i) = Ai(p). 
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• Si — 3 < /i < — 3 , 

6o,im = {0,±ï77(;u)} (3.13) 

où la fonction rj{jji) est positive, décroissante sur (— 1,— |], tend vers l'infini 
quand /i — )■ — 1 , ■'?(— |) = ; enfin rj{^) = ri{fj,) . 

Pour Ao G ©(=âf) , introduisons l'espace 

= { Rés r^^{X)-^G{X),G{X) holomorpheen Aq}. 

Un développement en série de au voisinage de Aq donne immédiatement que les élé- 
ments de ont la forme d'une somme finie de termes en r^" log'^r (f{9) . La formule 
(|3.10l) se réécrit alors 

uq-u= Rés zao où zx^eZ^". (3.14) 

A = Ao 

Ao6 6o,i(^) 

Tronquons par x la décomposition ci-dessus. On a donc x^o ^ H'^i^t) et, comme 
est par hypothèse dans if^ (fi) , la somme des x^Xo doit aussi appartenir à H^{n) . Vu 
leur structure en , cela exige que chacun d'entre eux soit dans H^(^l) . Pour Aq de 
partie réelle > , c'est toujours vrai. Par contre, si Re Aq = sans que Aq soit nul, cela 
implique que zx^ = . Enfin, si Aq = , cela implique que zx^ soit une constante, donc 
une fonction régulière. C'est pourquoi l'on pose finalement 

Mreg = X{U0 - Zq) G , 

et que (|3.14l) devient 

«reg — X"" = Rés ZXo OÙ ZXg & Z^° . (3.15) 

Ao66{^), 0<RcA<l ^ ^° 

Ceci, avec les précisions fournies par le Lemme |3 . 1 2 I permet finalement d'obtenir: 

Théorème 3.13 Soit u G Hq{Q) solution du problème (|l.ll) avec second membre f G 
L^{fl) . Soit û un coin de transmission (un coin de ) et x une fonction de troncature 
qui vaut 1 au voisinage de G . On pose fi = a^/a_ et on suppose que /i < et que 
fi ^ —1 . Alors: 

• Si fj, > — I ou fj, < —3 , 

Xu = Ureg + cixr^' 'fi{9) (3.16) 

où la fonction u^^g ^ i/^(fi) fl (i/^(fi_) x if^(r2_,_)) , l'exposant Ai estdéfinidans 
le Lemme \3.\2\ et la fonction ipi est dans H^{G) avec G 3i{G+) . 

• Si — 3 ^ /i ^ — I , 

Xu± G H^{n+). (3.17) 
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4 Conclusion et perspectives 



Après les théorèmes 12. Il et 13.131 la question qui reste pendante est celle de l'existence 
d'une solution au problème (11.11) . 

Par le théorème de Lax-Milgram, après multiplication par un nombre complexe bien 
choisi, on montre facilement que le problème (11.11 ) a une unique solution si a+/a_ 
n'appartient pas à M_ . Cela permet de déduire que 

Si l'opérateur A du problème est à indicé de Hq{^1) dans H^^(^l) , 

alors son indice est nul. 

Il reste donc à savoir si l'opérateur A est à indice. La méthode d'investigation en- 
visagée est la construction d'une paramétrix (i.e. un inverse modulo un opérateur com- 
pact). Une telle construction s'effectue par localisation, la seule difficulté restante étant 
le voisinage de chaque coin de transmission intérieur, à cause de la présence permanente 
de pôles du symbole ^(A)^^ sur la droite Re A = . 

La conjecture est la suivante : 

• Si /i > — I ou fi < —3 , l'opérateur A est à indice. 

• Si — 3 ^ ;U ^ — I , l'opérateur A n'est pas à indice (car à image non fermée). 

Ceci repose sur une analyse fine de ^(A)^^ au voisinage de ses pôles situés sur la 
droite Re A = . Dans le premier cas, le seul pôle dans cette situation est A = : il est 
double, donnant un espace engendré par 1 est log r ; 1 est une fonction régulière 
et le coefficient devant logr dans l'asympto tique est une forme linéaire continue sur 
l'espace des seconds membres (la dualité contre la fonction constante 1 ), contrairement 
à la situation du second cas. 
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'Un opérateur est dit à indice si son noyau et son conoyau sont de dimension finie, l'indice est alors la 
dimension du noyau moins celle du conoyau. Rappelons en particulier qu'un opérateur à indice est à image 
fermée. De plus l'indice est une fonction continue dans l'ensemble des opérateurs à indice pour la topologie 
des opérateurs bornés. 
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